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1. Definiciones

e Una circunferencia es el conjunto de puntos en el plano a una distancia fija llamada
radio de un punto fijo llamado centro.

circunferencia I' de centro O y radio r

e Al segmento que va desde centro de la circunferencia hasta cualquier punto sobre
esta se le llama radio.

e A cualquier segmento que una dos puntos sobre la circunferencia le llamamos
cuerda.

e A una cuerda que pasa por el centro de la circunferencia le llamamos didmetro.

D

OA, OB y OF son radios, AB 'y CD son cuerdas y AB es didmetro



Geometria del circulo 2

e A una porcién de circunferencia le llamamos arco.

e A un arco que sea la mitad de la circunferencia le llamamos semicircunferencia.

D

AB'y CD son arcos y AB es una semicircunferencia

e A una recta que corte la circunferencia en dos puntos le llamamos secante.

e A una recta que toque a la circunferencia en exactamente un punto le llamamos
tangente.

e A la regién del plano comprendida dentro de una circunferencia le llamamos
circulo.

C

AB es una secante, CD es una tangente y C es un circulo

e A la regién del plano comprendida entre dos radios y una arco le llamamos sector
circular.

e A laregién del plano comprendida entre una cuerda y un arco le llamamos segmento
circular.
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D

el sector circular del arco menor AB y el segmento circular del arco menor C'D, respectivamente

2. Propiedades de la circunferencia

e La perpendicular desde el centro de la circunferencia a cualquier cuerda biseca a
dicha cuerda.

e Dos cuerdas de igual longitud abarcan arcos menores de igual longitud.

B

D
AB=CD, AB=CD, /BMO =90° y AM = MB

e Los dos segmentos tangentes desde el mismo punto a la circunferencia son iguales.

e La tangente a una circunferencia es perpendicular al radio que pasa por el punto
de tangencia.
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PA=PBy /PAO = 90°

La longitud o perimetro de la circunferencia es 27r

El 4rea del circulo es 72

o

Si el dngulo central de un arco es 6°, su longitud es BgW - 27r

Ejemplo 2.1: OPM Fase I 2011

. ’ . ’ °
Si el d4ngulo central de un sector circular es 6°, su area es 3ZW -

Al rodar una rueda de 3 cm de radio recorre 18 m. Halle el nimero de vueltas
completas que da la rueda.

Solucion. Noten que, por cada vuelta que da, recorre una distancia igual a su perimetro,
que es
21 - 3cm = 67 - cm

Ahora, en 18 m hay 1800 cm, por lo que la cantidad de vueltas que dio fue

1800cm 300

67 - cm s

Esa cantidad les da, si redondean 7 a 3.14, aproximadamente 95.54. Por lo tanto, dio
95 vueltas completas. O
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Ejemplo 2.2: Manual

En la siguiente figura, BC'+ AD = 12 y AB + C'D = 20. Calcular el valor de R.
D
E
C
R
B 5 A

Solucion. Como CE y CB son tangentes desde C, CE = C'B. Anélogamente, DE =
DA. Por lo tanto,

AB
R=-5
_ (AB+CD)-CD
o 2
_ (AB+CD)— (CE+ ED)
- 2
_ (AB+CD) — (BC + AD)
o 2

2012

2
=4
O
Ejemplo 2.3: Canguro 2020 Nivel 4

El rectdngulo de la figura tiene 2 m de base y 1 m de altura. Como se ve, en este
rectangulo estan inscritos un semicirculo y dos cuartos de circulo. Halle el area
sombreada.

Solucion. Nombremos los puntos del diagrama de la siguiente manera:
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B

A 0

Como OA = OR = AR = 1 por ser radios, AAOR y AOBS son equildteros, es
decir, ZROA = ZOAR = /ZBOS = Z5BO = 60°. Luego, el drea que queremos hallar
es igual al drea del semicirculo menos el drea de los dos equilateros y de los cuatro
segmentos circulares rojos. Sin embargo, para hallar el area de los segmentos circulares
rojos, simplemente podemos restarle al sector circular de angulo 60° el area del tridngulo
equildtero de lado 1, es decir, el drea de cada segmento circular rojo es

area del segmento = area del sector — drea del triangulo =

Por lo tanto, el area sombreada es

3. Angulos en la circunferencia

e Llamamos dngulo central a un angulo cuyo vértice es el centro y sus lados son dos
radios. Definimos la medida angular de un arco como la medida del dngulo central
que lo abarca.

B

/AOB = AB

e Llamamos dngulo inscrito a un angulo cuyo vértice esta sobre la circunferencia y
sus lados son cuerdas. Su medida serd igual a la mitad del arco que abarca.
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e Llamamos dangulo semiinscrito a un angulo cuyo vértice esta sobre la circunferen-
cia, uno de sus lados es una cuerda y el otro lado es una tangente. Su medida sera
igual a la mitad del arco que abarca.

B B
P
P
A A
LAPB = ATB LABP = ATB

e Llamamos dngulo interior a un dngulo cuyo vértice esta dentro de la circunferencia.
Su medida serd igual a la semisuma de los arcos que abarca.

B
CmA
w
AB+CD

LAPB = /ZCPD =

e Llamamos dngulo exterior a un dngulo cuyo vértice esta fuera de la circunferencia.
Su medida serd igual a la mitad de la diferencia de los arcos que abarca.

B
C A
D
P

AB - CD
2

ZDPC =
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Ejemplo 3.1: OPM Fase I 2012

Sea ABCD un cuadrado y P un punto en la circunferencia de didmetro C'D. Si
CP =11, PD =17, halle el area en unidades cuadradas del cuadrado.

11

B C
Solucion. Notemos que, como el arco C'D es una semicircunferencia, mide 180°. Luego,

C’D 180°

- > =90

ZDPC =

Entonces, PDC es rectangulo. Finalmente, por el teorema de Pitédgoras,

drea de ABCD = CD?=17%+11% = 170

Ejemplo 3.2: OPM Fase IT 2013

Se Se escogen cuatro puntos en una circunferencia de tal manera que los arcos AB
BC CD tengan la misma longitud, y el arco AD sea de mayor longitud que
los tres anteriores. La recta AD y la recta tangente a la circunferencia en B se
cortan en E. Sea F' el punto opuesto del didmetro de la circunferencia que tiene
extremo C. Demuestre que el tridngulo DEF es isdsceles.

Solucion. Sea M el punto medio de ED.
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Noten que, como /BED es un angulo exterior y ZADB es inscrito,

BD - AB
2

_ 2AB- 4B

N 2

4B

T2

— ZADB

=/ZFEDB

/ZBED =

Luego, ABDE es isosceles con BE = BD. Noten que, como CF' es didmetro, BC' | BF.
Ahora, como
A _CD

LEDB = /ZADB = = /ZCBD,

por dngulos alternos internos, BC || DE. Sin embargo esto implicarfa que también
DE | BF, pero, como ABDE es isosceles, DE 1. BM. Por lo tanto, B — M — F son
colineales, por lo que M F' es altura de AFED y a la vez biseca su base. Finalmente,
esto implica que AFED es isosceles.

O

4. Potencia de punto

e Si A, B,C, D estan sobre una circunferencia y las rectas AB y C'D se cortan en
P, entonces PA- PB = PC - PD.

B D

PA.-PB=PC-PD

e Si A,C, D estén sobre una circunferencia y la recta C'D corta a la tangente por A
en P, entonces PA%2 = PC - PD.
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PA%? = PC-PD

Ejemplo 4.1

Calcule el valor de z en la siguiente figura:

el AN

Solucion. Por potencia de punto,

*=2-8
z? =16
r=4

Ejemplo 4.2: Canguro 2017 Nivel 5

Sean A, By C puntos de la circunferencia de centro M, como se ve en la figura.
PB es tangente a la circunferencia en B. Las distancias PA y M B son enteras,
y PB = PA + 6. ;Cuantos valores posibles hay para M B?

B
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Solucion. Por la potencia de punto de P con respecto a la circunferencia,

PB? =PA-PC
(PA+6)*>=PA-(PA+2MDB)
PA% + 12PA + 36 = PA> + 2PA-MB
12PA+36 =2PA-MB

18
MB =6+ -2
tPa

Luego, PA tiene que ser un divisor positivo de 18, y para cada valor de PA hay un
valor distinto para M B. Por lo tanto, como 18 tiene 6 divisores, la respuesta es 6 y

terminamos.
O

5. Cuadrilateros ciclicos
e Decimos que un cuadrilatero es ciclico si sus vértices estan sobre una circunferencia.
e Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y solo si ZCBA 4+ ZADC = 180°

e Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y solo si LZACB = ZADB

LCBA+ ZADC =180°y LZACB = ZADB

e (Potencia de punto) Un cuadrildtero ABCD es ciclico si y solo si el punto P en
que se cortan las rectas AB y CD cumple que PA- PB = PC - PD
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PA-PB=PC-PD

Ejemplo 5.1: EGMO

Sea ABCD un cuadrildtero convexo tal que ZDBA = 40°, ZACB = 30°,
/BDC =50°y AC 1L BD. Halle todos los angulos del cuadrilatero.

B

50°
C D

Solucion. Como ZDBA = 40° = 90° — 50° = ZDCA, el cuadrilatero ABCD es ciclico.
Por lo tanto,

o /A=/BAD =/BAC+ £LCAD = Z/BAC + ZCBD = 50° + 60° = 110°
o /B=/CBA=/CBD+ ZDBA = 60° 4 40° = 100°

o /C=/DCB =180° - ZBAD = 180° — 110° = 70°

o /D =/ADC =180° — ZCBA = 180° — 100° = 80°
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Ejemplo 5.2: OPM Fase II 2014

En una circunferencia se consideran cuatro puntos distintos A, B, C, D tales que
AD es diametro, y se traza la recta tangente por el punto D. Sean P el punto

de interseccion de la recta AB con la tangente y @ el punto de interseccion de la
recta AC' con la tangente. Si AB = 46.08, AC = 28.80 y BP = 3.92, calcular la
medida del segmento CQ.

3.92

Solucion 1. Como PD es tangente, por potencia de punto,

PD?*=PB.-PA
PD? =3.92 x 50
PD?* =196

PD =14

Ahora, por Pitdgoras en AADP.
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AD? + PD? = AP?
AD? = AP? — PD?
AD? =50 — 142
AD? = 2304
AD = 48

Ahora, como D@ es tangente, por potencia de punto, DQ? = QC - QA. Sin embargo,
por Pitdgoras, DQ? = AQ? — AD?. Luego,

QC - QA = AQ? — AD?
CQ-(CQ+ AC) = (CQ + AC)? — 48?
CQ?*+288-CQ=CQR*+2-288-CQ + 28.8% — 2304

1474.56 = 28.8 - CQ

CQ =51.2
O
P _--—T =~
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B~ N
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Solucion 2. Como AD es didmetro y PQ es tangente,
/DCA=/ABD = /ADQ = Z/ZPDA = 90°

Ademas, como AC'DB es ciclico,
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/BPQ = /BPD
=90° — /PDB
= /BDA
= /BCA
= 180° — ZQCB

Luego, el cuadrilatero BCQP es ciclico. Por lo tanto, por la potencia de punto desde A,

AC-AQ = AB- AP
AC - (AC + CQ) = AB - (AB + BP)
28.8 - (28.8 + CQ) = 46.08 - (46.08 + 3.92)
50 - 46.08

CQ =51.2

6. Otras cosas interesantes

e Definimos el circuncirculo de un triangulo como la unica circunferencia que pasa
por los tres vértices del triangulo.

e Definimos el circuncentro y el circunradio de un tridngulo como el centro y el radio
del circuncirculo, respectivamente.

e Las mediatrices de los tres lados del tridngulo concurren en el circuncentro.

A
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(Ley de los senos generalizada) Si a, b, ¢ son los lados de un tridngulo y a, 8, sus
angulos opuestos, entonces

sena  senf  senvy 1
a b c 2R
e Si el circunradio de un tridngulo es R y sus lados son a, b, ¢, entonces su area es
abe
4R’

e Definimos el incirculo de un tridngulo como la unica circunferencia que es inter-
namente tangente a los tres lados del triangulo.

Definimos el incentro y el inradio de un tridangulo como el centro y el radio del
incirculo, respectivamente.

Las bisectrices de los tres angulos del tridangulo concurren en el incentro.

a+b+c
2

Si el inradio de un tridnguloes ry s = es su semiperimetro, entonces su

area es sr.
e Si el incirculo de un tridngulo ABC toca a los lados BC, AC'y AB en D, E,F,

respectivamente, BC' = a, AC = b, AB = ¢y s es su semiperimetro, entonces
AE=AF=s—a,BD=BF=s—-byCD=CE=s—c¢

e En el plano cartesiano, la ecuacién de una circunferencia con centro en (h, k) y
radio 7 es (z — h)? + (y — k)2 = r?

Ejemplo 6.1: Canguro 2018 Nivel 5

Dos cuerdas AB y AC se dibujan en una circunferencia de didmetro AD. El
angulo ZBAC = 60°, E es un punto sobre AC, BE es perpendicular a AC,
AB =24 cm y EC =3 cm . ;Cudl es la longitud de la cuerda BD?
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Solucion. Notemos que

BE = ABsen60° = 24 . ? —12V3

Ahora, por Pitdgoras,

BC =+BE?2 4+ EC? =+/432+9 =21

Por la Ley de los senos extendida,

sen ZCAB 1
BC 2R
sen60° 1

21 AD

V3
AD-Ezl

AD = 14V3

Finalmente, por Pitdgoras,

BD =+/AD? — AB? =/ (14V/3)2 — 242 = /12 = 2\/3
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Ejemplo 6.2: OPM Fase II 2010

El rectangulo ABC'D tiene sus lados de longitud AB = 8 y BC' = 6. Considera
las circunferencias con centros en O; y O, inscritas en los tridngulos ABD y
BCD. Encuentre la distancia entre O y Os.

Solucion. Tracemos las circunferencias inscritas y nombremos a sus puntos de tangencia.

D G C
02 };ﬂ2
Ioh
> 6
2
o O,
r
A G 8 B

Por Pitagoras, obtenemos que BD = 10. Ahora, como ABCD es un rectangulo y
ANABD = NCDB, si O es el punto medio de DB, O; — O — O4 serdn colineales y
ademds O serd el punto medio de O;05. (También lo podemos visualizar por simetria).
Ahora, como AF; y AG; son tangentes al incirculo desde A, AF; = AG;. Sin embargo,
también tenemos que O1F; 1 F1Ay O1G; L G1A. Luego, AG,01F; es un rombo y
un rectangulo, es decir, un cuadrado. Luego, se sigue que, si r es el inradio de AABD,
01F1 = 01G1 = AG1 = AF1 =r. Sin embargo,

sr = [ABD]
6+8410 6-8
(2) T2

12r =24

r=2

Finalmente,
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0102 =200,

=2,/ E,0% + E,0?

=2y/r2+ (DO — DE,)?

= 2\/r2+ <BQD - (s—AB)>2

O

Ejemplo 6.3: OPM Fase II 2011

Considere el cuadrado ABC'D con lado de longitud a. Se construye la semicircun-
ferencia de didmetro a, incluida en el cuadrado sobre el lado AB. El segmento
CE es tangente a la semicircunferencia en un punto F distinto de B, F es el
centro del cuadrado y O el centro de la semicircunferencia. Determine el area del
cuadrilatero OBEF'.

D(O, a) C(CL, CL)

—
nle
nle
SN—"

S|
—~
SIS
g
SN

A(0,0) B(a,0)
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Solucion. Para resolver este problema con geometria euclidea, mi consejo es prolongar
CFE hasta cortar a AB y luego trabajar con los muchos tridngulos rectangulos que
habré (esa fue mi solucién original). Sin embargo, aqui presentaremos una solucién
por geometria analitica inspirada por mi profesor, Roberto Asprilla. Tomemos A como
el origen y AB, AD como los ejes X, Y, respectivamente. Tenemos tres coordenadas
evidentes:

OO:(
o B:(
« F:(5,5)

Hallemos las coordenadas de E. Noten que, como CE y CB son tangentes y O es el
centro, CE = CBy OF = OB, por lo que CO es la mediatriz de EB. Luego, CO L EB.
Ahora, notemos que la pendiente de la recta CO es 2. Luego, como CO L EB, la
pendiente de EB serd —%. Ademds, pasa por B, que es (a,0). Entonces, usando la

forma punto-pendiente, ya podemos calcular su ecuacion:

0)
0

vl

=

s

1 y—-0

2 z-a
—r+a=2y
r+2y—a=0

Luego, la ecuacién de la recta EB es x + 2y — a = 0. Sabemos que F es la interseccién
de E'B con la circunferencia. Ahora, como el centro de esta circunferencia es (%7 O) y su

radio es §, su ecuacién serd
2
a L2 a®
T — = Y= —
2 4

Ahora, calculemos su interseccién con E B resolviendo el sistema de ecuaciones

r+2y—a=0
el el
2) TV T

Despejando = y sustituyendo,

2 2
o)
2 4
2 2
a a
— oy — = 2_ 2
(a-2-5) 49 =1
a? a?
— =2 dy? 492 = —
1 ay +4y~ +y 1
0

y(5y — 2a) =

Luego, los dos puntos de intersecciéon de EB y la circunferencia tienen coordenadas y
iguala Oy %a. Sin embargo, el y = 0 sabemos que es la coordenada de B, por lo que la
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de FE sera %a. Ahora solo despejamos en la ecuacién de EB para hallar su coordenada
x:

r+2y—a=0
x:a—2<2a)
5
_a
T=3

2
Luego, las coordenadas de E son (g, ;) iListo! Ahora solamente usamos la férmula

de area:
5 0
0BFE| =< |%
: 2
5 5
2 2 2 2
0+ S5+ 50— (f5+0+0+ %)
B 2
5
a2
Por lo tanto, el area buscada es 5 O

7. Problemas

Problema 1 (OPM Fase I 2014). El didmetro de una circunferencia pequena es el radio
de una circunferencia mas grande. ;Qué porcentaje del drea de la circunferencia grande
representa el drea de la circunferencia pequena?

Problema 2 (OPM Fase I 2012). El diagrama que se muestra es un circulo de centro
O y de didmetro AB y representa la preferencia de alimentos en la merienda de 600
estudiantes. Halle la cantidad de estudiantes que prefieren pan.

Galletas

O
4 [ _]\60° B

Frutas

Jugos
Pan
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Problema 3 (Canguro 2020 Nivel 4). En la figura, el punto J es el centro de la circun-
ferencia de radio 5 cm y K es el centro de la circunferencia de radio 12 cm. La distancia
de J a K es 25 cm. El segmento P(Q) es tangente a ambas circunferencias, como se ve en
la figura. Halle la longitud de PQ.

o

Problema 4 (Canguro 2019 Nivel 5). La figura mostrada estd construida con arcos de
tres circunferencias iguales de radio R, que tienen sus centros alineados. La circunferencia
del medio pasa por los centros de las otras dos, como se muestra. ;Cudl es el perimetro
de la figura?

Problema 5 (Canguro 2020 Nivel 6). Tenemos un rectdngulo y una circunferencia, la
cual es tangente a dos de los lados del rectangulo y pasa por uno de sus vértices, como
se muestra en la figura. Uno de los puntos de contacto divide a uno de los lados del
rectangulo en dos segmentos de longitudes 5 y 4, respectivamente. ;Cudl es el area del
rectangulo?
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Problema 6 (Luis Modes). Sean A, B y C puntos sobre una circunferencia I" tales que
BC es didmetro de I'. La recta tangente a I' que pasa por A corta a la recta BC en
el punto D. Sea E un punto sobre la recta AB tal que DELAE. Si AD = 1++5y
DB = 2, pruebe que el tridngulo AEC es isésceles.

Problema 7 (Manual de Olimpiadas). Una circunferencia r tiene una cuerda AB de
longitud 10 y una cuerda C'D de longitud 7, las cuales se extienden por B y C, respectiva-
mente, hasta cortarse en P fuera de la circunferencia. Ademas, se tiene que ZAPD = 60°
y BP = 8. Halle el valor de r2.

Problema 8 (OPM Fase II 2012). Considere dos rectas perpendiculares y tangentes al
circulo unitario. Ahora, dibuje un circulo de menor radio tangente al circulo unitario y
a las dos rectas trazadas. Luego, dibuje un tercer circulo de menor radio tangente a las
dos rectas y al segundo circulo. Continte este proceso indefinidamente. Halle el radio
del décimo circulo (asumiendo que el unitario fue el primero) dibujado en este proceso.
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Problema 9 (gercekboss). Hallar la medida del dngulo z en la siguiente figura.

Problema 10 (Canguro 2018 Nivel 5). Dos circunferencias concéntricas de radios 1 y
9 delimitan una corona circular. En su interior se dibujan n circunferencias no secantes
entre si, y tangentes a las dos circunferencias concéntricas. La figura muestra el caso
particular para n = 1. ;Cual es el mayor valor posible de n?
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8. Respuestas y esquema de solucion

r
Problema 1. La respuesta es 25%. Simplemente hay que observar que si — = —

) R 2’

¢ r2m r 1

entonces ——— = | — = -
R?m R 4

Problema 2. La respuesta es 50. Noten que el angulo que le corresponde al sector
30° 1
360° ~ 127 °° quiere decir que 75 de

circular que abarca el pan es 30°. Luego, como

los estudiantes prefieren pan.

Problema 3. La respuesta es 24 cm. Es evidente luego de utilizar el Teorema de Pitdgo-
ras.

K
J
P Q
10mR
Problema 4. La respuesta es il cm.

Por la misma razén que en el Ejemplo 2.3, los triangulos verdes son equildteros. Luego,
los arcos azules tienen un angulo de 120° inscritos en ellos, por lo que deben medir 240°.
Asimismo, los arcos rojos deberan medir 60° por comprender un angulo central de 60°.
Por lo tanto, el perimetro buscado es

. 40° 60° 10mR
2~azules+2~r0JOS—2~3600'27rR+2-3600'27rR— 3
Problema 5. La respuesta es 72.
B A
0 M

n
] ’“Lj\
N
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Por tangentes, CEOS es un cuadrado, por lo que todos sus lados miden 5. Luego, ST
debe medir 10, y como SM =9, MT = 1. Noten que ASMA ~ ANAMT, por lo que
podemos hallar que AM = 3. De aqui ya podemos hallar que los lados del rectdngulo
son 8 y 9.

Problema 6. Por potencia de punto, DA% = DB - DC'. De aqui podemos encontrar que
BC =1+ /5= DA. Luego, AADE = ACBA y terminamos.

A

Problema 7. La respuesta es 73.

A
|
|
|
:
|
:
P C — D

Por potencia de punto, hallamos que PC = 9. En consecuencia, AAPC tiene que ser
un tridngulo rectangulo especial 30° — 60° — 90°. Entonces, AC = 9v/3, y por Pitdgoras
en ANACD terminamos, pues AD = 2r.

Problema 8. La respuesta es (3 — Q\f

&
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Si la circunferencia grande tiene radio R y la pequena tiene radio r, por Pitagoras en el
tridngulo amarillo,

20R—7)?=(R+r)?
r* —6Rr+ R*=0
r=(3+2V2)R

Como r < R, tiene que suceder que r = (3 — 2v/2)R. Esto quiere decir que el radio de
una nueva cicunferencia en este proceso es simplemente el radio anterior multiplicado
por 3 — 24/2. Por lo tanto, terminamos.

Problema 9. La respuesta es 45°.

Como AI, AJ,y EI son bisectrices,
LIAM + ZMET = 45° + 135° = 180°

por lo que M AIF es ciclico. Analogamente, NEIB es ciclico. Por lo tanto,

LCBE + ZFEAD
r=4NIE+ /EIM = /ZNBE + /ZFAM = ¢ _g = 45°

Problema 10. La respuesta es 3. No es dificil convencerse de que n = 3 es posible.
Ahora, demostremos que no puede darse que n = 4 (y por tanto, tampoco que n > 4).
Para ello, procedamos por contradiccién, es decir, asumamos que n = 4 es posible a ver
qué pasa. Digamos que hay 4 circunferencias de centros A, B,C, D tangentes a las de
radio 1 y 9 y que no son secantes entre si.
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Como estas circunferencias tienen todas radio 4, sus centros estan a distancia 5 del
centro de la pequena, por lo que los vértices de ABCD estan sobre la circunferencia
punteada de radio 5 y perimetro 10w. Ademds, como no son secantes, sus centros deben
estar a distancia al menos 8 uno del otro. Sin embargo, notando que una cuerda mide
menos que el arco menor que la abarca (en longitud),

32<AB+ BC +CD+DA<AB+ BC +CD + DA = 101 < 32

iContradiccion!
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